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Cet article concerne la dupliquee D(A) d’une algebre A. Dans [l] et [2], Boers 
traite du probleme de la caracterisation des algebres A dont la dupliquee D(A) 
est associative ou strictement 4-associative. De plus, si I/ est l’ideal associateur 
de D(A), il examine les conditions pour avoir l’isomorphisme &4)/V-A. 
Nous repondons ici a toutes ces questions. Nous donnons des conditions 
necessaires et suffisantes pour que la dupliqute D(A) d’une algebre non 
associative A soit a puissances associatives, alternative ou de Jordan. De plus, 
nous montrons que D(A)/V est isomorphe a A si et settlement si A2=A est 
une algebre associative et I/= Ker(p), le noyau du morphisme d’Etherington 
U41). 
0. INTRODUCTION 
Soient K un corps commutatif de caractCristiqueZ2, A une K-algebre com- 
mutative (resp. non necessairement commutative) non necessairement 
associative ni ayant un Clement unite et S&4) la seconde puissance symetrique 
du K-espace vectoriel A. La multiplication (x. y)(x’ . y’) = xy . x’y’ (resp. 
(x@y)(x’Oy’)=(xyOx’y’) avec x,y,x’,y’ parcourant A, ou x.y designe le 
produit symetrique de x par y, dtfinit sur S&l) (resp. A 0, A) une structure 
de K-algebre commutative (resp. non commutative) appelte la dupliquke 
commutative (resp. non commutative) de A. 
* Partially supported by Programme CAMPUS 
La dupliquee sera notee D(A). 
L’application K-lineaire p : D(A) -+A* definie par x. y ++ xy (resp. x@y ++ xy) 
est un morphisme surjectif de K-algebres. On a D(A)Ker(p) = Ker(p)D(A) = 0 
et D(A) =A2s%,Ker(.u) (s.d. pour semi-direct) isomorphisme d’algebres, oh le 
produit semi-direct est donne par (x,x’)(y, y’) = (xy, ~(x, y)) pour x, y par- 
courant A* et x’, y’ parcourant Ker(p) et ou v, :A* xA*-+ Ker(p) est une 
application K-bilineaire. 
LEMME 0.1. Soient C une classe d’alggbres et A une K-algkbre. L’algPbre 
D(A) est dans C si et seulement si (1) l’algdbre A2 est dans C et (2) a, est un 
2-cocycle de A2 6 coefficients dans Ker(p) ([4]). 
Une K-algebre A est dite alternative si x*y = x(xy) et yx* = (yx)x pour tous 
x et y dans A. Une K-algebre commutative A est dite de Jordan si x*(yx) = 
(x*y)x pour tous x et y dans A. Ces deux classes d’algebres sont a puissances 
associatives. Une K-algebre A est une S-algtibre si tout sous-K-espace vectoriel 
est une sous-algebre ([3]). 
LEMME 0.2. Soit K un corps de caractPristique # 2. Si B est une S-algkbre com- 
mutative, alors B* = 0 ou B = Ke@ B,,* 
B;,* =O. 
avec e* = e, B,,, = {b E B/eb = 1/2b} et 
En effet, si B est une S-algebre on a en particulier x2 E Kx pour tout x dans 
B. On ecrit x2 =F(x)x avec F(x) dans K. On montre que F est une forme 
lineaire. Pour ce faire, on a F(x + ,Iy)(x + Ay) = (x + Ay)* = F(x)x + A2 F( y)y + 
2,Ixy. Done, il existe a et b dans K tels que xy = ax+ by. Si x et y sont lineaire- 
ment independants, on a F(x + ,Iy) = F(x) + 21a et ,IF(x+ ,Iy) = A*F(y) + 2Ab, 
i.e., F(x) - 2b = L(F(y) - 2a). Par consequent F(x) = 2b et F(y) = 2a, d’oh xy = 
+(F( y)x + F(x)y). De plus F(x + Ay)(x + ly) = (F(x) + AF( y>)(x + Ay> entraine 
que F(x+ Izy) = F(x) + ,IF(y). Ainsi F est lineaire. Si F= 0 alors x2 = 0 et par 
suite B* =O. Sinon, il existe un y dans B tel que F(y)#O. Alors, pour e= 
y/F(y), on a F(e) = 1 et B= Ke@ B’ oh B’=Ker(F). Maintenant e* =e, et 
comme xy = +F(x)y + +F( y)x, on a ey = +y pour tout y dans B’ et yz = 0 quels 
que soient y et z dans B’, i.e., B’ = B,,, avec B’* = 0; d’ou le lemme. 
1. ASSOCIATIVITI? DES PUISSANCES 
THfiORl?ME 1.1. Soient A une K-algPbre commutative t D(A) sa dupliquPe 
commutative. Les conditions suivantes ont gquivalentes: 
(i) D(A) est ir puissances associatives; 
(ii) D(A) est une algkbre de Jordan; 
(iii) B=A* est une S-algPbre commutative. 
(i) =. (iii). On remarque que le produit dans D(A) est donne par zw = 
l((z). ,u( w) pour z, w dans D(A). Soit XE B = A2 et z dans D(A) tel que p(z) =x. 
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De (z2.z)z = z2z2 il vient que (x2x)x=x2x2. Si F est une forme lineaire quel- 
conque sur A, a. b - F(a)F(b) definit une forme lineaire sur D(A) et on a 
F(x2x)F(x) = F(x2)F(x2). Si F(x) = 0, F(x’)F(x’) = 0, i.e., F(x) = 0 entraine 
que F(x2) = 0. Par consequent x2 E Kx et le lemme 0.2 nous dit que B est une 
S-algebre commutative. 
(iii) a (ii). Si B=A2 avec B2 =0, D(A) est une algebre associative. Si B= 
Ke@ B,,2 avec B&2 = 0 alors, par le lemme 0.1, il suffira de voir que B=A2 
est une algebre de Jordan et que &x2, yx) = &x2y,x) pour tous x et y dans B. 
Or on a x2y = F(x)xy, x2( yx) = F(x)x( yx) = (F(x)xy)x = (x2y)x et 9(x2, yx) = 
F(x)cp(x, yx) = q~(x~y,x) car v, est K-bilineaire symetrique. 
(ii) a (i) est evident. 
COROLLAIRE 1. Soit A une K-algPbre 6 puissances associatives non nil. Alors 
D(A) est ci puissances associatives i et seulement si A = Ke@ A,,2 0 AO, dans 
sa d&composition de Peirce, 06 A, et A,,, sont des z&-o-algebres et AoA,,2 c 
A,/,- 
En effet, si D(A) est a puissances associatives, alors A2=Ke@A,,, avec 
A;,,=0 oh A=A, @A,,2@A0. Comme A, c A2 et que A, et A, sont des 
sous-algebres de A, alors A, = Ke et A,z = 0. La relation AOA,,2 C_ A,,, decoule 
des proprietes de la decomposition de Peirce. 
La reciproque est immediate. 
REMARQUE. Une K-algebre A est dite de Bernstein si (x~)~=o(x)~x~ oh 
o : A + K est un morphisme, non nul, d’algebres. On sait ([6], chapitre 9) que 
A se decompose en A = Ke@ U@ V avec U2 c V, UVC U, V2 c U oti e est un 
idempotent de A, U=A,,, et V=A,. Alors, compte tenu du lemme 0.2, le 
theoreme 1.1 nous dit que la dupliquee d’une algebre de Bernstein est a 
puissances associatives i et seulement si U’=O. De plus, puisqu’il est bien 
connu qu’une algebre de Bernstein est de Jordan si et seulement si V2 =0 et 
V(W) = 0 pour tous u E Vet u E U, il est alors facile de voir que l’algebre A du 
corollaire 1 est une algebre de Bernstein-Jordan. 
COROLLAIRE 2. Soit A une K-algebre commutative non nil de dimension 
n > 1. Si D(A) est tipuissances associatives alors D(A) = D(B) oti B est I’algebre 
de Bernstein triviale de type (r, n - r) et r = dim A2. 
En effet, si D(A) est a puissances associatives, A2= Ke@A,,, oti e est un 
idempotent de A. Soit {e,, . . . , er} une base de A2 avec e, =e. On la complete 
en une base {e,,..., e,,} de A. On a alors: e:=e,, e,ej=+ej pour i=2,...,r, 
e;ej = 0 pour i, j = 2, . . . , r, e;ej= C’,=, atike, des que i>r ou j>r. La famille 
(ei. ej), c;~j~n est une base de D(A). Faisons le changement de base suivant: 
On pose cij=ei'ej_aijlel'e,-2C~=, aijkel*ek pour i<j etj>r, le reste est 
inchange. On a p(cij) = 0, done cij E Ker(p). Dans la nouvelle base, la table de 
multiplication de D(A) devient (e, . e1)2 = el . e,, (e, . e,)(e, . e,) = +e, . ei pour 
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i=2 , . . . , r, (et * ei)(el * ej) = $ei * ej pour 2 I i ~j I r, les autres produits sont nuls. 
Soit B I’algebre de Bernstein triviale de type (r, n -r) dont la table de multi- 
plication dans la base canonique {cl, . . . , cn} s’ecrit: CT = cl, ~1 Ci= 3ci pour 
i=2 , . . . , r, les autres produits etant nuls ([6]). La table de multiplication de 
D(B) dam la base (co)rcicjln, O~I on a POSC co=Ci* cj, est don&e par cfl = 
Cl19 CIICli=~Cli, pour i=2, . . . . r, C,iCU=+Cij pour 2liSjlr, les autres 
produits sont nuls. On voit maintenant que l’application K-lineaire cr : D(A) + 
D(B), definie par o(ei. ej) = CC, pour 1 I iljl r et a(~~) = cij pour les autres 
couples d’indices, est un isomorphisme d’algebres; done D(A) = D(B). 
Pour toute algebre A on note par A+ I’algebre commutative dont la 
multiplication est definie par x oy = $(xy +yx) avec x, y dans A. 
THGORfiME 1.2. Soient A une K-aIgPbre et D(A) = A @A sa dupliquke non 
commutative. Alors: (i) D(A) est ci puissances associatives si et seulement si B+ 
est une S-algdbre commutative oti B=A2; 
(ii) D(A) est une algebre alternative si et seulement si B = A2 vt%fie B2 = 0 
ou dim B= 1. 
En effet, supposons que D(A) soit a puissances associatives. Pour x dans B 
et z dans D(A) tel que p(z) =x, l’egalite (z2.z).z =.z2.z2 entraine que (x2x) Ox = 
x20x2. Ceci implique que (x2x)x=x2x2 et par suite x2 E Kx pour tout x dans 
B. Puisque x2 = +(xx + xx), le lemme 0.2 s’applique alors a B+. 
On suppose maintenant que D(A) est alternative. Pour x et y dans B, z et w 
dans D(A) tels que ,u(z) =x et p(w) =y, les Cgalites z2 w = z(zw) et wz2 = (wz)z 
se traduisent respectivement par x2 @y = xOxy et y @x2 =yx@x. Mais 
comme D(A) est aussi a puissances associatives, l’assertion (i) nous dit que 
x2 =&x)x et les egalites ci-dessus entrainent que xy = F(x)y =yx. Par cons& 
quent B est commutative t le lemme 0.2 donne B2 = 0 ou B = Ke @ B,,, . Mais 
dans ce dernier cas, ey=y pour tout y dans B; done B,,= =0 et dim B= 1. 
Les reciproques sont facilement verifiees. En effet, si par exemple B+ est 
une S-algebre, alors x2 =F(x)x et en general x’=F(x)‘- ‘x, pour tout entier 
ill, dans B et B+. Dans ce cas, pour tout z dans D(A) et pour deux entiers 
positifs i et j non nuls, si l’on pose x=,&z), on a z’zj=x’Oxj=F(x)‘+j-=x0x 
et z i+j=x@xiij-l =F(x)‘+~-~x@x. Done zizj=zi+jet D(A) est a puissances 
associatives; d’ou l’assertion (i). 
COROLLAIRE 3. Soit A une K-alggbre alternative non nil. Alors D(A) est 
alternative si et seulement si A = Ke @ A, oii A& = 0 dans sa d&composition de 
Peirce. 
La preuve s’obtient de facon analogue a celle du corollaire 1. 
Notons que l’algebre A = Ke@ Aoo avec A&,=0 est associative et que si 
B = A2 verifie B2 = 0 l’algebre D(A) est nilpotente d’indice 3. De plus, de par 
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le lemme 0.1, il est facile de voir que si dim B = 1, D(A) est associative. En 
somme, on peut remplacer, darts le corollaire 3, alternative par associative. 
2. LA n-ASSOCIATIVIT6 
Une K-algebre A est dite n-associative si le n-associateur {x1, ., . ,x,> s’annule 
pour tout xi dans A, oh {x1 ,..., x,}= Ci:: (l)k-l(~r ,..., xkxk+r ,..., x,,} 
pour n 14 et {x,,x~,x~} =(xIx2)x3 -xl(xzxs). Une K-algebre A est dite 
strictement n-associative si elle est n-associative t il existe un (n - 1)-associateur 
non nul ([l]). 
On sait ([2]) que si A2 est une algebre associative, D(A) est 4-associative. 
THGORfiME 2.1. Soit A une K-algPbre telle que A2 soit associative. D(A) est 
strictement 4-associative si et seulement si A2 n’est pas une ztfro-algebre t 
dim A2z2. 
En effet, puisque A2 est associative, D(A) est 4-associative. L’equivalence 
des deux conditions est assuree par le theoreme 1.2. 
Le theoreme 2.1 &pond a la seconde question de Boers. 
3. SUR L’IDCAL-ASSOCIATEUR 
Toute K-algebre non-associative A admet un ideal V engendre par tous les 
associateurs et appele ideal-associateur. V est l’ensemble de toutes les sommes 
finies d’associateurs et des elements de la forme {x,,x2,x3}xq ou les xi sont 
dans A ([2]). Si A est associative, Vest nul. Sinon, la K-algebre quotient A/V 
est associative. 
THgORfiME 3.1. Soient A we K-algtibre et D(A) = A @A sa dupliquke non 
commutative. Si dim A = n L 2 et V dksigne I’idPal associateur de D(A), alors 
D(A)/V= A si et seulement si A =A2 et V=Ker(p). 
En effet, notons d’abord que VC (A 0 A)2 = B@ B oh B = A2. L’isomor- 
phisme (A @ A)/V= A induit les isomorphismes (B@ B)/V= (A @ A)2/V= 
A2=B. Si dimB=m, on a dim V=n2-n=m2-m. Puisque nk2, neces- 
sairement m =n et B=A. Comme (A@A)/Ker(p)- B=A=(A@A)/V est 
associative, il vient que V=Ker(p). La reciproque est immediate. 
REMARQUES. (a) Si la K-algebre A a un element unite a gauche (ou a droite) 
alors &e,x) = 0 (resp. 9(x, e) = 0) pour tout x dans A. En effet, puisque dans ce 
cas A2 = A, on identifie A h un sous-espace vectoriel de D(A) au moyen de 
l’application injective A -+ D(A), x y e@x. On a alors (e@x)(e@y) =x@y= 
e@xy+(x@y-e@xy) et p(x@y-e@xy)=O nous disent que rp(x,y)= 
x@y - e@xy quels que soient x et y dans A. En particulier, q(e, x) = 0 pour 
tout x dans A. 
(b) Si A2=A alors Ker(p)={&x,y)/x et yeA2}. 
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COROLLAIRE (121). Soit A me K-algGbre b &%nent unite’ h gauche (air ci 
droite). Alors D(A)/V=A si et seulement si A est associative. 
En effet, supposons que A soit associative t soit e un element unit6 21 gauche. 
On a A2=A et {e+x’,y+y’,z+z’}=&ey,z)-&e,yz)=&y,z), en vertu de la 
remarque (a). On voit alors que Vest engendrk par les &y, z), y et z parcourant 
A2 et la remarque (b) nous dit que V=Ker(,~u) et par suite D(A)/V=A. Puis- 
que D(A)/V est associative, la rtciproque est immkdiate. 
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